Remarque : les calculs qui suivent utilisent abondamment le fait que i =p-—1

Soit uw une suite de Fibonacci, c’est-a-dire une suite définie par la donnée de ug, uy et la relation de

TECUITENCE Upto = Upt1 + U,. On obtient alors le produit matriciel <u"+2> = (1 1) <u"+1>, qu’on
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Le polynéme caractéristique de A est X? — X — 1 et admet donc deux racines distinctes : ¢ et 1 — .

peut écrire Uy, 41 = AU, ou U, = (UZH) et A= ( . On obtient donc par récurrence : U,, = A™Uj.
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Les vecteurs propres <Z) associés & ¢ vérifient (1 — ¢)xr +y =0 donc y = (¢ — 1)z.

Les vecteurs propres <;§) associés & 1 — ¢ vérifient oz +y = 0 donc y = —pz.

Posons donc P = ( 1 L ) On montre que P~1 = <@90 1 >

o—1 —p 2p—1 -1 -1
On a donc diagonalisé A : A= PDP~! avec D = (g 1 E <P>.
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Nous en déduisons par récurrence A™ = PD"P~+ = 55T (Sﬁ 1 —<,0> ( 0 (1- (p)n> (g@ T _1>.
n+1 _ (1 _ )n+1 4,0” _ (1 _ (p)n
Aprés développement, A" = 51— ( ot 4 " n a
P PP 20T\ (e — 1)+ (1 — )" p"(p— 1)+ (1 - )
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On obtient alors : U, = 51~ n [90 (I—¢ " ! n 0 " .
21 ([w =1+ =) ur +[p" (0 = 1) + o1 — )" uo

Des lors, up, = g7 { [¢" T (9 = 1) + (1 — )" ] ur + [0 (@ = 1)+ p(1 = )" o}
On réécrit u, = 2:’; {[go(ga -1+ p(l-9) (%) } ur + [((p -1)+ 4,0(1_%)"} uo}.

Orie =1 1=p1-1=p-2dotu, =327 {[e(¢ — 1)+ o1 —¢) (p—2)" ur + [(p — 1) + p(e — 2)" uo}.
Unt1 [e(p=1)+e(1—¢) (e=2)" T ur+[(p—1)+0(¢—2)" " Juo

On en tire : =% = o o l—p) e - D™ Fle-DTwlv—D a0
Mais ¢ — 2 = @ €]-1;0] donc lim (p—2)" = lim (¢—2)""" =0.
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e T Unt1 o [e(e=1)+e(l—9)XO0Jlui+[(9—1)+9x0Jug _ @(p—lui+(e—L)uo _
On en tire : nEIJIrloo th B s0[sﬂ(xo—l)ﬂa(l—w)XO]ui+[(s0—1)+sa><0]u2 - ¢@(w—1)u1+(¢—1)u2 =

Nous avons donc bien que dans toute suite de Fibonacci, les quotients successifs tendent vers le nombre
d’or.



